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Н а сучасному етапі науково-технічного прогресу, особливо у з в ’язку із 
ш ироким застосуванням композитних матеріалів, виникає гостра потреба у ви­
вченні фізико-технічних характеристик даних матеріалів, які знаходяться в різ­
них умовах експлуатації, що математично приводить до задач інтегрування се­
паратної системи диференціальних рівнянь другого порядку на кусково- 
однорідному інтервалі з відповідними початковими та крайовими умовами (Ко- 
ляно, 1992; Ленюк, 1997; Конет, Ленюк, 2004). Величини, що характеризують 
напружений стан композита, виражаються у вигляді полі параметричного фун­
кціонального ряду, який може бути умовно збіжним навіть тоді, коли зображає 
аналітичну функцію.

М етод гібридних інтегральних перетворень (ГІП) використовується як 
ефективний математичний апарат для побудови точних аналітичних розв’язків 
алгоритмічного характеру відповідних задач математичної фізики (статики, 
квазістатики, динаміки).

У  роботі Комаров та ін. (2001) закладено основні положення теорії скін­
ченних гібридних інтегральних перетворень (СГІП).

Розглянемо задачу побудови СГІП типу Лежандра —  Бесселя —  Ф ур’є на 
сегменті з двома точками спряження.

Побудуємо методом задачі Ш турма —  Ліувілля СГІП, породжене на сег­
менті (0 ,R 3] з двома точками спряження гібридним диференціальним операто­

ром (ГДО) Лежандра —  Бесселя —  Ф ур’є.
На множині

I 2 = {r :r Є (0 ,R 1) U (R 1, R 2 ) U (R 2 ,R 3);R3 <  ¥ }  

побудуємо інтегральне перетворення (ІП), породжене ГДО

=  r(r)r(Ri -  r ) a lM (m) +  r(r -  Ri)0(R2 -  r ) a ^ B v a  +

d 2
+ 9 (r  -  R2)r(R 3 -  r )a2 —  •

dr 2
Тут 0(x) —  одинична функція Гевісайда [1], M(m) —  узагальнений дифере­

нціальний оператор Лежандра [4]; Bua —  диференціальний оператор Бесселя; 

d2 d r2 —  диференціальний оператор Ф ур’є другого порядку (Ленюк, 1997).
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О зн ач ен н я  1. Областю задання ГДО  М - )  назвемо множ ину G вектор- 

функцій g (r ) =  {g1(r ) ; g2(r ); g3( r )} з такими властивостями:

1) вектор-функція f ( r )  =  { A ^ fg J ;  B< a [g2]; g'3}  неперервна на множ ині I 2;

2) ф ункції g j ( r ) задовольняють крайові умови:

d 
dr

l im [rgg i(r)] =  о,
r ®0

a 3 d  +  b322 i ' “ 22 g 3(r  ) \r=R =  0;

3) ф ункції g„ (r ) задовольняють ум ови спряж ення:

k d
a "1 —  +  bk1 

j 1 dr j 1 gk (r ) -
k d

a  j  2 T" +  b dr
k 
j  2 9 k+ l(r) =  0; j ,  k =  1,2.

r = R u

ня

Згідно з роботою Нікітіна, Ш инкарик (2015) сформулюємо такі твердження. 
Т еорем а 1 (про дискретний спектр). Корені bn трансцендентного рівнян-

6(m)(b) =  0 складають дискретний спектр ГДО  M -m): дійсні, різні, симет­

ричні відносно нуля й на півосі b > 0  ут ворюют ь монот онно зростаю чу число­
ву послідовність з єдиною граничною точкою  b =  ¥ .

Т еорем а 2 (про дискретну функцію). Система власних функцій

{AmA - bn )}¥=i ортогональна на множ ині І 2 з ваговою функцією s ( r ), повна й 

замкнена.
Т еорем а 3 (про зображення рядом Ф ур’є). Будь-яка вектор-функція  

g(r) є  G зображ ається за  системою  { ^ ^ ( r , bn )}¥=1 абсолютно й рівномірно  

збіж ним на множ ині І 2 рядом  Фур 'є:

¥  R3

g ( r ) =  Y f ^ p H A p .  b n М р№ "П Й (г > b n ).
n = 1 0

Даний ряд Ф ур’є визначає пряме H й обернене И -)1) СГІП, породжене 

на множині І 2 ГДО М :

Ro

H 0 [g(r)] =  f g(r)v< l( r ,bn)s(r)d r °  gn , ( i )

H -,am)[ gn] =  Y  r, bn ) °  g( r ) .
n=1

(2 )

Т еорем а 4 (про основну тотожність). Я кщ о вектор-функція

f ( r )  =  {M(m > te( r )]; B <<a [92(г )]; g 3/(r)}
неперервна на множ ині І 2, а ф ункції gj (r ) задовольняють крайові умови:

0
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lim
r ®0

sh r dg1 „(m)
dr

a 22
d
dr

+  b
3
22

;1 -  gl

g  3 ( r  )

dv(m 1n, a;1
dr

=  o,

g R
r=R„

raa умови спряж ення:
V dА: і qfc

^  1a  j  i У  +  b j  idr 9k(r ) -
d

a k d  + bk7 2 , ^  £7 2dr 9k+ i(r) =  wjk j ,  k  =  1,2,
r = R u

то м ає  місце основна тотож ність СГІП ГДО  M (m):

H Sj'M%№)]] = -b2„i„ -  £ Цяш + 3„ )»r
i=1

(3)

+£  dk )w2k -  Z Ч 2 # » )w1k ]•
k=1

В исновки . Одержані формули (1), (2) та (3) складають математичний апарат 
для побудови інтегрального зображення точного аналітичного розв’язку відпові­
дних крайових задач математичної фізики кусково-однорідних середовищ. Інтег­
ральні зображення носять алгоритмічний характер, що дозволяє їх успішно ви­
користовувати як в теоретичних дослідженнях, так і в числових розрахунках. 
Вони можуть бути використані при вивченні стаціонарного стану композитів у 
випадку теплового або механічного миттєвого удару, при доведенні існування 
розв’язку мішаних задач математичної фізики неоднорідних середовищ тощо.
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