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Розглянуто проблему математичного моделювання та дослідження кінетики десорбції в нанопористому 

середовищі, яка враховує масоперенос на двох рівнях – на рівні між частинками середовища та в самих частинках. 
Побудовано точний аналітичний розв’язок з використанням операційного числення. Проведено числове моделювання 
основних кінетичних параметрів процесу двокомпонентної десорбції. 
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MATHEMATICAL MODELING OF BINARY DESORPTION  
IN NANOPOROUS MEDIA 

 
The problem of mathematical modeling of desorption kinetics in nanoporous medium, which take into account mass 

transport on two levels - the level of protection between the particles and in the particles inself has been studied. An exact 
analytical solution using operational calculus has been build. Numerical modeling of the main kinetic parameters of the two-
desorption process has been conducted. 
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Постановка проблеми 
Створення сучасних ресурсо- та енергозберігаючих технологій в галузі хімічної, фармацевтичної, 

харчової промисловостей ставить ряд задач по вивченню процесів десорбції матеріалів. Нестаціонарной 
процес десорбції в насиченому молекулами сорбату порах адсорбенту є зворотнім до адсорбції ним вхідного 
потоку газу чи рідини і відбувається за рахунок  внутрішніх градієнтів концентрацій в мікро- і макропорах 
сорбенту, як правило нагрітого до температури, що забезпечує режим протікання десорбції. Опис кінетики в 
значній мірі опирається на використанні подібності елементів уявлень кінетики адсорбції [1]. Маючи якісно 
розроблену математичну модель адсорбції, можна скористатись основними балансовими рівняннями, 
враховуючи основні напрями переносу субстанції, специфіку початково-крайових умов та умов рівноваги, 
можна у такий спосіб отримати якісну модель десорбції. Основними припущеннями побудови моделі 
десорбції на основі інтегральної схематизації процесу та ленгмюрівською ізотермою десорбції є наступні: 
десорбований потік газу рухається вздовж координати товщини нанопористого  каталітичного середовища, 
попередньо нагрітого до температури десорбції, що відповідає десорбційній здатності адсорбційного 
каталізатора; здійснюється  вздовж товщини пласту нанопористого середовища; десорбційний перенос 
адсорбтиву здійснюється за законом Фіка-Нернста; фазовий перехід адсорбтиву із простору мікро- і 
нанопорів середовища  в міжчастинковий простір має рівноважний характер і визначається на основі 
опуклої ізотерми десорбції Ленґмюра.  
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Аналіз останніх досліджень і публікацій 

Дослідження, що проводяться у цій області, як правило розглядають молекулярний транспорт 
окремих речовин в пористому середовищі, зумовлений масопереносом на макрорівні без врахування 
істотного впливу ефектів і особливостей мікро- і нанопереноса в частинках [2-4], які, як відомо, є 
лімітуючим і визначальним фактором загальної кінетики [2]. При цьому, головні проблеми міжмолекулярної 
взаємодії, що мають місце в реальних системах багатокомпонентної дифузії речовин, зважаючи на принцип 
Ленгмюра-Хіншенвуда [2], практично не досліджені. В попередніх працях авторів розроблено математичні 
моделі, методи числового моделювання та ідентифікації кінетичних параметрів для процесів адсорбції в 
цеолітних нанопористих середовищах [5-8]. 

Мета роботи 
Метою роботи є математичне моделювання двокомпонентної десорбції в нанопористому 

середовищі з врахуванням як міжчастинкового масопереносу, так і ефекту масопереносу в порах частинок. 
Постановка задачі 

Розглядається складна система масопереносу двох дифундованих компонент  в каталітичному 
середовищі мікрочастинок нанопористої структури. Процеси дифузії в таких системах визначаються двома 
типами масопереносу: дифузія в макропори в межчастинковому просторі (intercrystallite space), і дифузією в 
мікро- і нанопорах частинок - кристалітів (intraparticle space). Нанопористий шар товщиною l  складається з 
великої кількості пористих частинок, що розглядаються як мікроструктури сферичної форми радіуса 

(0 )R R l< < < ∞ , які містять компоненти адсорбату (рис.1). Процес дифузії для двох газів  здійснюється в 
осьовому напрямку z простору макропор (від 1 до 0) і в радіальному просторі мікропор для кожної частки 
(від R до 0). Приймаються такі допущення: градієнти концентрацій у макропорах і мікропорах еволюють до 
настання рівноваги; теплові ефекти є незначними; дифузія відбувається за законом Генрі; всі нанопористі 
частинки мають однаковий розмір і є щільно упаковані для кожного шару середовища [1-3]. 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1 Схематизація  двокомпонентної десорбції в середовищі пористих частинок 
 
Математична модель, що описує кінетику десорбції газів в розглядуваній системі з урахуванням 

зазначених фізичних факторів може бути описана, як наступна задача. 
На областях (0, ) ,

T
TΩ = ×Ω  ( )( )0, ,0 1L LΩ = < =  концентрації ( ) ( ), , , ,s sС t Z Q t X Z , 

задовольняють системі рівнянь в частинних похідних 

( )
inter

s s
2int er int ras s s

s2 2 2 X 1

D DдС t,Z С Qe K
дt Xl Z R =

∂ ∂ = +  ∂ ∂
,    (1) 

( ) s
2int ras s s

2 2

DдQ t,X ,Z Q Q2
дt X XR X

 ∂ ∂ = +
 ∂∂ 

             (2) 

Початкові умови  
( )sC t 0,Z 1;= =     ( )s sQ t 0,X ,Z Q ∞= = ;  ( )0,1 ,X Z∈ ∈Ω ,    (3) 

Крайові умови для концентрацій Сs 

Десорбція в просторі макропор 
товщина шару: l 
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Десорбція в просторі мікропор 
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( )sC t ,1 0= ,  ( )sдС t,Z 0 0
дZ

= = ,     ( )0,t T∈ ;            (4) 

Крайові умови для кожної точки ( )Z ,t TΩ⊂  для концентрацій Qs по радіусу частинки X : 

( )sQ t,X 0,Z 0
X
∂

= =
∂

 (умова симетрії),       (5) 

( ) ( )s sQ t,X 1,Z C t,Z= =   (умова рівноваги), ( )0,t T∈ , Z ∈Ω ;    (6) 
Рівняння (1) описує масоперенос в просторі макропор, а рівняння (2) – дифузію в просторі мікропор 

сферичних складових частинок з радіусом R  і центром в точці Z ∈Ω . 
Точний аналітичний розв’язок задачі (1)-(6) (для моделювання концентрацій в припущенні, що 

коефіцієнти int int,
s sra erD D  є відомі) можна побудувати з використанням операційного методу Гевісайда [9]. 

В припущенні що шукані функції sC  і sN  ( s sN X Q= ⋅ ), як розподіли концентрацій від часу та координати 
є оригіналами по Лапласу, то розв’язок рівняння (2) в зображеннях матиме вигляд [10] 

( ) ( ) ( ) ( )
intra

intra

D

D

s

s

1

s s s s
0

ps h R X

N p,X ,Z C p,Z p,X , Y 1 / 2 d , s 1,2, s 1,2
ps h R

ζ ζ∗ ∗ ∗

 
 
 
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 
 
 
 

∫E .         (7)  

де функція впливу Коші має вигляд: 
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< < <

=

< < <

E
             (8) 

Повертаючись в (8) до оригіналу за Лапласом з використанням теореми Гевісайда про розвинення в 
ряд, отримаємо [9]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
intra 2

2
intra 2

1 D
intra1
2 1 D

0

2D 1 (1 ) , 0
, , , ,

1 (1 ) , 0

sin sin 1

sin sin 1

ks

s

ks

k t
k k

s s k t
k

k k

X
t X L p X

R X

X

X

e
e

η

η

η ζ η
ζ ζ

η η ζ

ζ

ζ

+ −∞
− ∗

+ −
=

 − − = =  
− −

< < <

< < <
∑E E  ,                  (9) 

де , 0,k k kη π= = ∞ . 

Роблячи підстановку отриманого розв’язку  ( ) ( )s X 1 sN p,X ,Z C p,Z= =    в рівняння для міжчастинкової 
десорбції отримаємо: 

( ) ( )
2

interD
s

2
2s
s s s2

d C lp C C Z
d Z

γ
∞

∗
∗− = − , (10) 

( )
2 2

int2 int
2

int int int int int

3 1
3

s

s s s s

tra er
s

er er ra ra ra

D el R p pp p R cth R
e R D D D D

γ
  
  = − +

    
.  (11)  

Загальний розв’язок рівняння (10) з врахуванням крайових та початкових умов має вигляд [9]: 

( ) ( ) ( )
2

interD
s

1
s s s

0

lC p,Z p,Z , C d , s 1,2ξ ξ ξ
∞

∗ ∗= − =∫K .  (12) 

де ( )s p,Z ,ξ∗K - функція Коші  
Повертаючись в (12) до оригіналу за Лапласом з використанням теореми Гевісайда про розвинення 

в ряд, отримаємо [9]: 
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∑ ∑
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K
.  (13) 

тут , 1,k kβ = ∞  є коренями трансцендентного рівняння 2int c 1 0
3

ere tgβ β β− + = , 

В результаті, розв’язок задачі (1)-(6) для функції ( )sC t ,Z  набуде вигляду:  

( ) ( ) ( )
2

interD
s

1

s s s
0

lC t ,Z t ,Z , C d , s 1,2ξ ξ ξ
∞

= =∫K .  (14) 

Тоді, функцію sQ , зважаючи, що s sN X Q= ⋅ , можна записати у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

interD
s

1 1

s s s s s s
0 0

sin XlN p,X ,Z C p,Z t ,Z , C d p,X , Y 1 / 2 d , s 1,2
sin

β
ξ ξ ξ ζ ζ

β ∞
= + =∫ ∫K E , (15) 

де функції впливу Коші у міжчастинковому просторі ( )ζ,, XpsΕ  та внутрішньочастинковому просторі 

( )s t ,Z ,ξK  для кожної із десорбованих компонент визначаються відповідно формулами (8) і (13) відповідно. 
Таким чином, в результаті побудовано розв’язок прямої задачі багатокомпонентної десорбції (1)-(6), 

що визначається  формулами (14) та (15). 
Висновки 

Для математичної моделі десорбції, яка враховує масоперенос на двох рівнях – на рівні між 
частинками середовища та в самих частинках, побудовано точний аналітичний розв’язок з використанням 
методів операційного числення. Отриманий розв’язок моделі може бути використаний для задачі 
ідентифікації кінетичних параметрів десорбції, і зокрема дифузійних коефіцієнтів, що дозволить суттєво 
підвищити точність числового моделювання.  
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