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Окремий випадок iснування 2π-перiодичних розв’язкiв

крайових задач для гiперболiчного рiвняння другого

порядку

Вперше у спецiально видiленому класi функцiй A+

2 = {g : g(x, t) = −g(π−x, t) = −g(x, π−
− t) = g(x,−t)} побудовано оператор, який переводить клас 2π-перiодичних функцiй са-

мого в себе.

У роботi [1] побудовано оператор, за допомогою якого можна встановити умови iснування
розв’язку крайової перiодичної задачi вигляду

utt − uxx = g(x, t), (1)

u(0, t) = u(π, t) = 0, (2)

u(x, t+ 2π) = u(x, t), (x, t) ∈ R
2. (3)

У данiй роботi доведемо, що у спецiально видiленому класi функцiй можна дослiджу-
вати iснування розв’язку задачi (1)–(3). Для цього введемо такi позначення: Cπ — простiр
функцiй двох змiнних x i t, неперервних i обмежених на [0, π] × R; Ck,l

π — простiр таких
функцiй u ∈ Cπ, що Dk

tD
l
xu ∈ Cπ; Gπt — простiр функцiй двох змiннях x i t, неперервних

i обмежених на [0, π]×R разом з похiдною за t; Qω — простiр функцiй g(x, t), якi задоволь-
няють на [0, π] × R спiввiдношення g(x, t + ω) = g(x, t), тобто Qω — простiр ω-перiодичних
функцiй за змiнною t, сюди будемо включати i ω–перiодичнi функцiї µ = µ(t) однiєї змiнної;
L(X,Y ) — простiр лiнiйних i обмежених вiдображень X в Y ; A+

2 — клас функцiй

A+
2 = {g : g(x, t) = −g(π − x, t) = −g(x, π − t) = g(x,−t)}.

Розглянемо функцiю

ũ(x, t) = −
1

4

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ −
1

4

π∫

x

dξ

t−x+ξ∫

t+x−ξ

g(ξ, τ) dτ ≡ (Sg)(x, t). (4)

Справедливим є твердження:
Лема 1. Якщо g ∈ Cπ

⋂
A+

2 , то Sg ∈ C1,1
π

⋂
A+

2 .

Доведення. Те, що Sg ∈ C1,1
π , випливає з властивостей iнтегралiв iз змiнною верхньою

межею. Перевiримо, чи Sg ∈ A+
2 , тобто чи виконуються такi рiвностi:

(Sg)(x,−t) = (Sg)(x, t),

(Sg)(π − x, t) = −(Sg)(x, t),

(Sg)(x, π − t) = −(Sg)(x, t).
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На пiдставi формули (4) маємо

(Sg)(x,−t) = −
1

4

x∫

0

dξ

−t+x−ξ∫

−t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ −
1

4

π∫

x

dξ

−t−x+ξ∫

−t+x−ξ

g(ξ, τ) dτ =

=
1

4

x∫

0

dξ

t−x+ξ∫

t+x−ξ

g(ξ,−θ) dθ +
1

4

π∫

x

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ,−θ) dθ =

= −
1

4

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, θ) dθ −
1

4

π∫

x

dξ

t−x+ξ∫

t+x−ξ

g(ξ, θ) dθ = (Sg)(x, t);

(Sg)(π − x, t) = −
1

4

π−x∫

0

dξ

t+π−x−ξ∫

t−π+x+ξ

g(ξ, τ) dτ −
1

4

π∫

π−x

dξ

t−π+x+ξ∫

t+π−x−ξ

g(ξ, τ) dτ =

=
1

4

x∫

π

dη

t−x+η∫

t+x−η

g(π − η, τ) dτ +
1

4

0∫

x

dη

t+x−η∫

t−x+η

g(π − η, τ) dτ =

=
1

4

x∫

0

dη

t+x−η∫

t−x+η

g(η, τ) dτ +
1

4

π∫

x

dη

t−x+η∫

t+x−η

g(η, τ) dτ = −(Sg)(x, t);

(Sg)(x, π − t) = −
1

4

x∫

0

dξ

π−t+x−ξ∫

π−t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ −
1

4

π∫

x

dξ

π−t−x+ξ∫

π−t+x−ξ

g(ξ, τ) dτ =

=
1

4

x∫

0

dξ

t−x+ξ∫

t+x−ξ

g(ξ, π − θ) dθ +
1

4

π∫

x

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, π − θ) dθ =

=
1

4

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, θ) dθ +
1

4

π∫

x

dξ

t−x+ξ∫

t+x−ξ

g(ξ, θ) dθ = −(Sg)(x, t),

що й потрiбно було довести.
Теорема 1. Якщо g ∈ Gπt

⋂
A+

2 , то функцiя u(x, t) = (R+
2 g)(x, t), яка визначена фор-

мулою

u(x, t) = (R+
2 g)(x, t) ≡ (Sg)(x, t) +

π − 2x

4π

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

d(ξ, τ) dτ, (5)

є єдиною функцiєю з простору C2,2
π

⋂
A+

2 , яка задовольняє умови крайової перiодичної зада-
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чi (1)–(3). Крiм того, R+
2 ∈ L(Cπ

⋂
A+

2 , C
1,1
π A+

2 ), R
+
2 ∈ L(Gπt

⋂
A+

2 , C
2,2
π
⋂

A+
2 ), при цьому

‖(R+
2 g)(x, t)‖Cπ

6
π2

2
‖g(x, t)‖Cπ

;

‖(R+
2 g)t(x, t)‖Cπ

6
π

2
‖g(x, t)‖Cπ

; (6)

‖(R+
2 g)x(x, t)‖Cπ

6 π‖g(x, t)‖Cπ
,

де

‖ϕ(x, t)‖Cπ
= sup

(x,t)∈[0,π]×R
|ϕ(x, t)|.

Доведення. Оскiльки при g ∈ Gπt
⋂

A+
2 функцiя (Sg)(x, t) є розв’язком неоднорiдного

рiвняння (1) [2], а функцiя

(Z+
2 g)(x, t) =

π − 2x

4π

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ) dτ (7)

з урахуванням того, що при g ∈ Gπt
⋂

A+
2

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ) dτ ≡ (Sg)(0, t) = const

для всiх t ∈ R, є розв’язком однорiдного рiвняння u0tt − u0xx = 0, то функцiя u = R+
2 g =

= Sg + Z+
2 g є розв’язком 2π–перiодичної задачi (1), (3). Вона також задовольняє крайовi

умови u(0, t) = u(π, t) = 0. Справдi,

(R+
2 g)(0, t) = −

1

4

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ) dτ +
1

4

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ) dτ = 0, t ∈ R;

(R+
2 g)(π, t) = −

1

4

π∫

0

dξ

t+π−ξ∫

t−π+ξ

g(ξ, τ) dτ −
1

4

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ) dτ =

=
1

4

π∫

0

dη

t+η∫

t−η

g(π − η, τ) dτ −
1

4

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ) dτ =

=
1

4

π∫

0

dη

t+η∫

t−η

g(η, τ) dτ −
1

4

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ) dτ = 0, t ∈ R.

Отже, (R+
2 g)(0, t) = (R+

2 g)(π, t) = 0, t ∈ R.
Таким чином, u(x, t) = (R+

2 g)(x, t) задовольняє крайовi умови (2).
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Доведемо тепер, що оператор R+
2 : A+

2 → A+
2 . Оскiльки R+

2 = S + Z+
2 , а за лемою 1

S : A+
2 → A+

2 , то для доведення потрiбно показати, що Z+
2 : A+

2 → A+
2 .

Використовуючи (7) при g ∈ Gπt
⋂

A+
2 , одержуємо

(Z+
2 g)(x,−t) =

π − 2x

4π

π∫

0

dξ

−t+ξ∫

−t−ξ

g(ξ, τ) dτ =
π − 2x

4π

π∫

0

dξ

t−ξ∫

t+ξ

g(ξ,−θ) dθ =

=
π − 2x

4π

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, θ) dθ = (Z+
2 g)(x, t);

(Z+
2 g)(π − x, t) =

−π + 2x

4π

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ) dτ = −
π − 2x

4π

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ) dτ = −(Z+
2 g)(x, t);

(Z+
2 g)(x, π − t) =

π − 2x

4π

π∫

0

dξ

π−t+ξ∫

π−t−ξ

g(ξ, τ) dτ = −
π − 2x

4π

π∫

0

dξ

t−ξ∫

t+ξ

g(ξ, π − θ) dθ =

= −
π − 2x

4π

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

d(ξ, θ) dθ = −(Z+
2 g)(x, t).

Звiдси, на пiдставi одержаних рiвностей, випливає, що Z+
2 : A+

2 → A+
2 .

Доведемо тепер справедливiсть оцiнок (6). Оскiльки

‖(R+
2 g)(x, t)‖Cπ

6 ‖(Sg)(x, t)‖Cπ
+ ‖(Z+

2 g)(x, t)‖Cπ
, (8)

то доведемо, що

‖(Sg)(x, t)‖Cπ
6

π2

4
‖g(x, t)‖Cπ

i

‖(Z+
2 g)(x, t)‖Cπ

6
π2

4
‖g(x, t)‖Cπ

.

Записавши функцiю ũ(x, t) = (Sg)(x, t), визначену згiдно з формулою (4), у виглядi

(Sg)(x, t) =

π∫

0

Q(ξ) dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ,

де

Q(ξ) =





−
1

4
, 0 6 ξ 6 x,

1

4
, x < ξ < π,
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матимемо, що

|(Sg)(x, t)| 6
1

2
‖g(x, t)‖Cπ

π∫

0

|x− ξ| dξ =
1

2
‖g(x, t)‖Cπ

( x∫

0

(x− ξ) dξ −

π∫

x

(x− ξ) dξ

)
=

=
1

2
‖g(x, t)‖Cπ

(
x2

2
+

(π − x)2

2

)
6

π2

4
‖g(x, t)‖Cπ

.

Отже,

‖(Sg)(x, t)‖Cπ
6

π2

4
‖g(x, t)‖Cπ

. (9)

Оскiльки

max
[0,π]

∣∣∣∣∣
π − 2x

4π

∣∣∣∣∣ 6
1

4
i

∣∣∣∣∣

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ), dτ

∣∣∣∣∣ 6 π2‖g(x, t)‖Cπ
,

то

‖(Z+
2 g)(x, t)‖Cπ

6
π2

4
‖g(x, t)‖Cπ

. (10)

Таким чином, пiдставляючи оцiнки (9) i (10) у (8), одержуємо першу оцiнку (6).
Ураховуючи, що при g ∈ Gπt

⋂
A+

2

(R+
2 g)t(x, t) = (Sg)t(x, t) ≡

π∫

0

Q(ξ){g(ξ, t + x− ξ)− g(ξ, t− x+ ξ)} dξ,

одержуємо

‖(R+
2 g)t(x, t)‖Cπ

6
π

2
‖g(x, t)‖Cπ

.

Оскiльки

(R+
2 g)x(x, t) = (Sg)x(x, t) + (Z+

2 g)x(x, t) ≡

≡

π∫

0

Q(ξ){g(ξ, t + x− ξ) + g(ξ, t− x+ ξ)} dξ −
1

2π

π∫

0

dξ

t+ξ∫

t−ξ

g(ξ, τ) dτ,

то

‖(R+
2 g)x(x, t)‖Cπ

6
π

2
‖g(x, t)‖Cπ

+
π

2
‖g(x, t)‖Cπ

= π‖g(x, t)‖Cπ
.

Теорему 1 доведено.
Беручи до уваги те, що оператор R+

2 переводить парну за t функцiю g(x, t) у парну
функцiю (R+

2 g)(x, t), i враховуючи властивостi тригонометричних рядiв Фур’є, доведемо,
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що розв’язок u(x, t) = (R+
2 g)(x, t) крайової перiодичної задачi (1)–(3) розкладається лише

за косинусами, тобто при певних умовах вiн зображається рядом

u(x, t) = (R+
2 g)(x, t) =

a0(x)

2
+

∞∑

k=1

ak(x) cos kt. (11)

Крiм цього, враховуючи формулу обчислення коефiцiєнтiв Фур’є ak(x) функцiї
(R+

2 g)(x, t) ∈ A+
2 , тобто формулу

ak(x) =
2

π

π∫

0

(R+
2 g)(x, t) cos kt dt, k = 0, 1, 2, . . . , (12)

переконуємося в справедливостi такого твердження.
Лема 2. Якщо g ∈ Gπt

⋂
A+

2 , то a2n(x) = 0, n ∈ N.

Доведення. Справдi, на пiдставi теореми 1 та формули (12) при g ∈ Gπt
⋂

A+
2 маємо,

що R+
2 g ∈ A+

2

⋂
C

2,2
π i

ak(x) =
2

π

π/2∫

0

(R+
2 g)(x, t) cos kt dt+

2

π

π∫

π/2

(R+
2 g)(x, t) cos kt dt =

=
2

π

π/2∫

0

(R+
2 g)(x, t) cos kt dt+

2

π

π/2∫

0

(R+
2 g)(x, π − τ) cos k(π − τ) dτ =

=





0, k = 2n, n = 0, 1, 2, . . . ;

4

π

π/2∫

0

(R+
2 g)(x, τ) cos kτ dτ, k = 2n− 1, n = 1, 2, . . . ,

що й потрiбно було довести.
Отже, при вiдповiдних умовах, накладених на функцiю g(x, t) — праву частину неод-

норiдного рiвняння (1), розв’язок крайової перiодичної задачi (1)–(3) у класi функцiй A+
2

має вигляд

u(x, t) =
∞∑

s=1

a2s−1(x) cos(2s − 1)t+
a0(x)

2
. (13)
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Частный случай существования 2π-периодических решений краевых

задач для гиперболического уравнения второго порядка

Впервые в специально выделенном классе функций A+

2
= {g : g(x, t) = −g(π−x, t) = −g(x, π−

− t) = g(x,−t)} построен оператор, который переводит класс 2π-периодических функций

самого у себя.
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Special case of the existence of 2π-periodic solutions to boundary-value

problems for hyperbolic equations of the second order

In a special function class A+

2 = {g : g(x, t) = −g(π− x, t) = −g(x, π− t) = g(x,−t)}, an operator

which transfers the class of 2π-periodic functions into itself is constructed for the first time.
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